
Contents

Preface . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . VII

Part I Homology

1 Preview . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.1 Analyzing Images . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2 Nonlinear Dynamics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.3 Graphs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
1.4 Topological and Algebraic Boundaries . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
1.5 Keeping Track of Directions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
1.6 Mod 2 Homology of Graphs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2 Cubical Homology . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
2.1 Cubical Sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

2.1.1 Elementary Cubes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
2.1.2 Cubical Sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
2.1.3 Elementary Cells . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

2.2 The Algebra of Cubical Sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
2.2.1 Cubical Chains . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
2.2.2 Cubical Chains in a Cubical Set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
2.2.3 The Boundary Operator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
2.2.4 Homology of Cubical Sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

2.3 Connected Components and H0(X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
2.4 Elementary Collapses . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
2.5 Acyclic Cubical Spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
2.6 Homology of Abstract Chain Complexes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
2.7 Reduced Homology . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
2.8 Bibliographical Remarks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91



XIV Contents

3 Computing Homology Groups . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
3.1 Matrix Algebra over Z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
3.2 Row Echelon Form . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107
3.3 Smith Normal Form . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117
3.4 Structure of Abelian Groups . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
3.5 Computing Homology Groups . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132
3.6 Computing Homology of Cubical Sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134
3.7 Preboundary of a Cycle—Algebraic Approach . . . . . . . . . . . . . . . 139
3.8 Bibliographical Remarks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141

4 Chain Maps and Reduction Algorithms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143
4.1 Chain Maps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143
4.2 Chain Homotopy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149
4.3 Internal Elementary Reductions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155

4.3.1 Elementary Collapses Revisited . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155
4.3.2 Generalization of Elementary Collapses . . . . . . . . . . . . . . 157

4.4 CCR Algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165
4.5 Bibliographical Remarks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171

5 Preview of Maps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173
5.1 Rational Functions and Interval Arithmetic . . . . . . . . . . . . . . . . . 174
5.2 Maps on an Interval . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176
5.3 Constructing Chain Selectors . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185
5.4 Maps of Γ 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189

6 Homology of Maps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 199
6.1 Representable Sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 199
6.2 Cubical Multivalued Maps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206
6.3 Chain Selectors . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 210
6.4 Homology of Continuous Maps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 215

6.4.1 Cubical Representations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 216
6.4.2 Rescaling . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 222

6.5 Homotopy Invariance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 231
6.6 Bibliographical Remarks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 234

7 Computing Homology of Maps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 235
7.1 Producing Multivalued Representation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 236
7.2 Chain Selector Algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 240
7.3 Computing Homology of Maps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 242
7.4 Geometric Preboundary Algorithm (optional section) . . . . . . . . 244
7.5 Bibliographical Remarks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 253



Contents XV

Part II Extensions

8 Prospects in Digital Image Processing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 257
8.1 Images and Cubical Sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 257
8.2 Patterns from Cahn–Hilliard . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 259
8.3 Complicated Time-Dependent Patterns . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 266
8.4 Size Function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 269
8.5 Bibliographical Remarks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 277

9 Homological Algebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 279
9.1 Relative Homology . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 279

9.1.1 Relative Homology Groups . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 279
9.1.2 Maps in Relative Homology . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 286

9.2 Exact Sequences . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 289
9.3 The Connecting Homomorphism . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 292
9.4 Mayer–Vietoris Sequence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 299
9.5 Weak Boundaries . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 303
9.6 Bibliographical Remarks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 306

10 Nonlinear Dynamics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 307
10.1 Maps and Symbolic Dynamics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 308
10.2 Differential Equations and Flows . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 318
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