
Contents

1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.1 Book Organization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2 Complementary Readings . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

Part I Foundations

2 Binary and M-ary Hypothesis Testing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.2 Bayesian Binary Hypothesis Testing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.3 Sufficient Statistics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.4 Receiver Operating Characteristic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.4.1 Neyman-Pearson Tests . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
2.4.2 ROC Properties . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.5 Minimax Hypothesis Testing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
2.6 Gaussian Detection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

2.6.1 Known Signals in Gaussian Noise . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
2.6.2 Detection of a Zero-Mean Gaussian Signal in Noise . . . . 51

2.7 M-ary Hypothesis Testing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
2.7.1 Bayesian M-ary Tests . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
2.7.2 Sufficient Statistics for M -ary Tests . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
2.7.3 Performance Analysis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
2.7.4 Bounds Based on Pairwise Error Probability . . . . . . . . . . 62

2.8 Bibliographical Notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
2.9 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

3 Tests with Repeated Observations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
3.2 Asymptotic Performance of Likelihood Ratio Tests . . . . . . . . . . . 74



XIV Contents

3.3 Bayesian Sequential Hypothesis Testing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
3.4 Sequential Probability Ratio Tests . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
3.5 Optimality of SPRTs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
3.6 Bibliographical Notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
3.7 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
3.A. Proof of Cramér’s Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108
References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

4 Parameter Estimation Theory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113
4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113
4.2 Bayesian Estimation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

4.2.1 Optimum Bayesian Estimator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117
4.2.2 Properties of the MSE Estimator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

4.3 Linear Least-squares Estimation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
4.4 Estimation of Nonrandom Parameters . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131

4.4.1 Bias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133
4.4.2 Sufficient Statistic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136
4.4.3 Cramér-Rao Lower Bound . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138
4.4.4 Uniform Minimum Variance Unbiased Estimates . . . . . . 150

4.5 Asymptotic Behavior of ML Estimates . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154
4.5.1 Consistency . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154
4.5.2 Asymptotic Distribution of the ML Estimate . . . . . . . . . 157

4.6 Bibliographical Notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159
4.7 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159
4.A. Derivation of the RBLS Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166
References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167

5 Composite Hypothesis Testing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169
5.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169
5.2 Uniformly Most Powerful Tests . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170
5.3 Invariant Tests . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177
5.4 Linear Detection with Interfering Sources . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194
5.5 Generalized Likelihood Ratio Tests . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197
5.6 Asymptotic Optimality of the GLRT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 204

5.6.1 Multinomial Distributions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205
5.6.2 Exponential Families . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 216

5.7 Bibliographical Notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 221
5.8 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 222
5.A. Proof of Sanov’s Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 231
References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 232

6 Robust Detection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 235
6.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 235
6.2 Measures of Model Proximity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 236



Contents XV

6.3 Robust Hypothesis Testing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 239
6.3.1 Robust Bayesian and NP Tests . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 239
6.3.2 Clipped LR Tests . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 241

6.4 Asymptotic Robustness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 250
6.4.1 Least Favorable Densities . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 251
6.4.2 Robust Asymptotic Test . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 254

6.5 Robust Signal Detection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 257
6.5.1 Least-Favorable Densities . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 258
6.5.2 Receiver Structure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 261

6.6 Bibliographical Notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 264
6.7 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 265
References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 275

Part II Gaussian Detection
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