
Table of Contents

1. Basic Principles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 A Brief Excursion into Probability Theory . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.2.1 Probability Density and Characteristic Functions . . . . . 4
1.2.2 The Central Limit Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.3 Ensembles in Classical Statistics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.3.1 Phase Space and Distribution Functions . . . . . . . . . . . . . 9
1.3.2 The Liouville Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.4 Quantum Statistics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.4.1 The Density Matrix for Pure and Mixed Ensembles . . . 14
1.4.2 The Von Neumann Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

∗1.5 Additional Remarks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
∗1.5.1 The Binomial and the Poisson Distributions . . . . . . . . . 16
∗1.5.2 Mixed Ensembles and the Density Matrix

of Subsystems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2. Equilibrium Ensembles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.1 Introductory Remarks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.2 Microcanonical Ensembles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.2.1 Microcanonical Distribution Functions
and Density Matrices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.2.2 The Classical Ideal Gas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
∗2.2.3 Quantum-mechanical Harmonic Oscillators

and Spin Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
2.3 Entropy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

2.3.1 General Definition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
2.3.2 An Extremal Property of the Entropy . . . . . . . . . . . . . . . 36
2.3.3 Entropy of the Microcanonical Ensemble . . . . . . . . . . . . 37

2.4 Temperature and Pressure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
2.4.1 Systems in Contact: the Energy Distribution Function,

Definition of the Temperature . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38



XII Table of Contents

2.4.2 On the Widths of the Distribution Functions
of Macroscopic Quantities . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

2.4.3 External Parameters: Pressure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
2.5 Properties of Some Non-interacting Systems . . . . . . . . . . . . . . . 46

2.5.1 The Ideal Gas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
∗2.5.2 Non-interacting Quantum Mechanical

Harmonic Oscillators and Spins . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
2.6 The Canonical Ensemble . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

2.6.1 The Density Matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
2.6.2 Examples: the Maxwell Distribution

and the Barometric Pressure Formula . . . . . . . . . . . . . . . 53
2.6.3 The Entropy of the Canonical Ensemble

and Its Extremal Values . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
2.6.4 The Virial Theorem and the Equipartition Theorem . . 54
2.6.5 Thermodynamic Quantities in the Canonical Ensemble 58
2.6.6 Additional Properties of the Entropy . . . . . . . . . . . . . . . 60

2.7 The Grand Canonical Ensemble . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
2.7.1 Systems with Particle Exchange . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
2.7.2 The Grand Canonical Density Matrix . . . . . . . . . . . . . . . 64
2.7.3 Thermodynamic Quantities . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
2.7.4 The Grand Partition Function

for the Classical Ideal Gas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
∗2.7.5 The Grand Canonical Density Matrix

in Second Quantization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

3. Thermodynamics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
3.1 Potentials and Laws of Equilibrium Thermodynamics . . . . . . . 75

3.1.1 Definitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
3.1.2 The Legendre Transformation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
3.1.3 The Gibbs–Duhem Relation in Homogeneous Systems . 81

3.2 Derivatives of Thermodynamic Quantities . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
3.2.1 Definitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
3.2.2 Integrability and the Maxwell Relations . . . . . . . . . . . . . 84
3.2.3 Jacobians . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
3.2.4 Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

3.3 Fluctuations and Thermodynamic Inequalities . . . . . . . . . . . . . 89
3.3.1 Fluctuations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
3.3.2 Inequalities . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

3.4 Absolute Temperature and Empirical Temperatures . . . . . . . . . 91
3.5 Thermodynamic Processes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

3.5.1 Thermodynamic Concepts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
3.5.2 The Irreversible Expansion of a Gas;

the Gay-Lussac Experiment . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
3.5.3 The Statistical Foundation of Irreversibility . . . . . . . . . . 97



Table of Contents XIII

3.5.4 Reversible Processes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
3.5.5 The Adiabatic Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

3.6 The First and Second Laws of Thermodynamics . . . . . . . . . . . . 103
3.6.1 The First and the Second Law for Reversible

and Irreversible Processes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
∗3.6.2 Historical Formulations

of the Laws of Thermodynamics and other Remarks . . 107
3.6.3 Examples and Supplements to the Second Law . . . . . . . 109
3.6.4 Extremal Properties . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

∗3.6.5 Thermodynamic Inequalities
Derived from Maximization of the Entropy . . . . . . . . . . 123

3.7 Cyclic Processes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
3.7.1 General Considerations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
3.7.2 The Carnot Cycle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126
3.7.3 General Cyclic Processes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128

3.8 Phases of Single-Component Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130
3.8.1 Phase-Boundary Curves . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130
3.8.2 The Clausius–Clapeyron Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134
3.8.3 The Convexity of the Free Energy and the Concavity

of the Free Enthalpy (Gibbs’ Free Energy) . . . . . . . . . . . 139
3.8.4 The Triple Point . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141

3.9 Equilibrium in Multicomponent Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144
3.9.1 Generalization of the Thermodynamic Potentials . . . . . 144
3.9.2 Gibbs’ Phase Rule and Phase Equilibrium . . . . . . . . . . . 146
3.9.3 Chemical Reactions, Thermodynamic Equilibrium

and the Law of Mass Action . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150
∗3.9.4 Vapor-pressure Increase by Other Gases

and by Surface Tension . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156
Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160

4. Ideal Quantum Gases . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169
4.1 The Grand Potential . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169
4.2 The Classical Limit z = eµ/kT � 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175
4.3 The Nearly-degenerate Ideal Fermi Gas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176

4.3.1 Ground State, T = 0 (Degeneracy) . . . . . . . . . . . . . . . . . 177
4.3.2 The Limit of Complete Degeneracy . . . . . . . . . . . . . . . . . 178

∗4.3.3 Real Fermions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185
4.4 The Bose–Einstein Condensation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 190
4.5 The Photon Gas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197

4.5.1 Properties of Photons . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197
4.5.2 The Canonical Partition Function . . . . . . . . . . . . . . . . . . 199
4.5.3 Planck’s Radiation Law . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 200

∗4.5.4 Supplemental Remarks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 204
∗4.5.5 Fluctuations in the Particle Number of Fermions

and Bosons . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205



XIV Table of Contents

4.6 Phonons in Solids . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206
4.6.1 The Harmonic Hamiltonian . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206
4.6.2 Thermodynamic Properties . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 209

∗4.6.3 Anharmonic Effects,
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