
Contents

Part I Mathematical Prerequisites

1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.1 Introduction to Soliton Theory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.2 Algebraic and Geometric Approaches . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.3 A List of Useful Derivatives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2 Mathematical Prerequisites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.1 Elements of Topology . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.1.1 Separation Axioms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.1.2 Compactness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.1.3 Weierstrass–Stone Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.1.4 Connectedness, Connectivity, and Homotopy . . . . . . . . . 18
2.1.5 Separability and Basis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.1.6 Metric and Normed Spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.2 Elements of Homology . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

3 The Importance of the Boundary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
3.1 The Power of Compact Boundaries:

Representation Formulas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
3.1.1 Representation Formula for n = 1: Taylor Series . . . . . . 24
3.1.2 Representation Formula for n = 2: Cauchy Formula . . . 24
3.1.3 Representation Formula for n = 3: Green Formula . . . . 25
3.1.4 Representation Formula in General: Stokes Theorem . . 26

3.2 Comments and Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

4 Vector Fields, Differential Forms, and Derivatives . . . . . . . . 31
4.1 Manifolds and Maps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
4.2 Differential and Vector Fields . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
4.3 Existence and Uniqueness Theorems: Differential Equation

Approach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

xiii



xiv Contents

4.4 Existence and Uniqueness Theorems: Flow Box Approach . . . 45
4.5 Compact Supported Vector Fields . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
4.6 Lie Derivative and Differential Forms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
4.7 Invariants . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
4.8 Fiber Bundles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
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