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1.5 The Absolute Galois Group of a Finite Field . . . . . . . . 15
Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
Notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

Chapter 2. Valuations and Linear Disjointness . . . . . . . . . 19
2.1 Valuations, Places, and Valuation Rings . . . . . . . . . . 19
2.2 Discrete Valuations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.3 Extensions of Valuations and Places. . . . . . . . . . . . 24
2.4 Integral Extensions and Dedekind Domains . . . . . . . . 30
2.5 Linear Disjointness of Fields . . . . . . . . . . . . . . . 34
2.6 Separable, Regular, and Primary Extensions . . . . . . . . 38
2.7 The Imperfect Degree of a Field . . . . . . . . . . . . . 44
2.8 Derivatives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
Notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

Chapter 3. Algebraic Function Fields of One Variable . . . . . . 52
3.1 Function Fields of One Variable . . . . . . . . . . . . . 52
3.2 The Riemann-Roch Theorem . . . . . . . . . . . . . . 54
3.3 Holomorphy Rings . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
3.4 Extensions of Function Fields . . . . . . . . . . . . . . 59
3.5 Completions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
3.6 The Different . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
3.7 Hyperelliptic Fields . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
3.8 Hyperelliptic Fields with a Rational quadratic Subfield . . . 73
Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
Notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

Chapter 4. The Riemann Hypothesis for Function Fields . . . . . 77
4.1 Class Numbers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
4.2 Zeta Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
4.3 Zeta Functions under Constant Field Extensions . . . . . . 81
4.4 The Functional Equation . . . . . . . . . . . . . . . . 82
4.5 The Riemann Hypothesis and Degree 1 Prime Divisors . . . 84
4.6 Reduction Steps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
4.7 An Upper Bound . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
4.8 A L ower Bound . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

www.elsevierphysics.com



viii Table of Contents

Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
Notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

Chapter 5. Plane Curves . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
5.1 Affine and Projective Plane Curves . . . . . . . . . . . . 95
5.2 Points and prime divisors . . . . . . . . . . . . . . . . 97
5.3 The Genus of a Plane Curve . . . . . . . . . . . . . . . 99
5.4 Points on a Curve over a Finite Field . . . . . . . . . . . 104
Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
Notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

Chapter 6. The Chebotarev Density Theorem . . . . . . . . . . 107
6.1 Decomposition Groups . . . . . . . . . . . . . . . . . 107
6.2 The Artin Symbol over Global Fields . . . . . . . . . . . 111
6.3 Dirichlet Density . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113
6.4 Function Fields . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
6.5 Number Fields . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121
Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
Notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130

Chapter 7. Ultraproducts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132
7.1 First Order Predicate Calculus . . . . . . . . . . . . . . 132
7.2 Structures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134
7.3 Models . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135
7.4 Elementary Substructures . . . . . . . . . . . . . . . . 137
7.5 Ultrafilters . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138
7.6 Regular Ultrafilters . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139
7.7 Ultraproducts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141
7.8 Regular Ultraproducts . . . . . . . . . . . . . . . . . 145
7.9 Nonprincipal Ultraproducts of Finite Fields . . . . . . . . 147
Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147
Notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148

Chapter 8. Decision Procedures . . . . . . . . . . . . . . . . 149
8.1 Deduction Theory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149
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